Lycée La Martiniére Monplaisir PT

2022-2023

Devoir sur Table 2

Durée : 4h

Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans un ordre quelconque.
Tous les documents sur papier sont interdits.
Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Le matériel de géométrie (regle, compas, équerre) est autorisé.

SO

La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la qualité de la rédac-
tion. Ceci implique que vous devez faire des raisonnements clairs, concis et complets,
utiliser un langage mathématiques adapté et précis, étre lisible et éviter les fautes
d’orthographe et de grammaire.

6. Si, au cours du devoir, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous
le signalez sur votre copie et poursuivez sa composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous avez été amené a prendre.

7. Mettez en évidence vous résultats en les encadrant ou les soulignant.
8. Conformément au reglement de la Banque PT

— Composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille a encre foncée : bleue
ou noire.

— L’usage de stylo a friction, stylo plume, stylo feutre, liquide de correction et
dérouleur de ruban correcteur est interdit.

Exercice 1
(D’aprés Maths C, Bangue PT 2020)

Préambule

1. Soit m un entier naturel non nul, I un intervalle de R, non vide, non réduit a un point, et a
un point de I. Enoncer le théoréme donnant la formule de Taylor-Young, pour une fonction
f de classe C" sur I, au voisinage de a.

2. Rappeler le développement limité a ’ordre deux, au voisinage de zéro, de la fonction cosinus,
en faisant le lien avec la formule de Taylor-Young.

Partie 1

On considere la fonction ¢ qui, a tout réel z, associe :

12 — 522 622

1. Etudier la parité de la fonction ¢. Que peut-on en déduire pour le domaine d’étude, et pour
sa courbe représentative 7
2. Comparer, pour tout réel z, ¢(zx) et ¥(x).

3. Calculer, pour tout réel = : ¢'(x) (On utilisera les résultats des questions précédentes pour
faire le calcul le plus simplement possible).

4. Donner le tableau de variations de la fonction ¢ sur R (on fera figurer les limites de ¢ aux
bornes du domaine d’étude).

5. On donne les valeurs approchées :

3
o(m) =~ —1,71 et 2\/;% 1,54.

Tracer, sur un méme graphique, sur la feuille de papier millimétré fournie, avec 1’échelle :
3 cm pour une unité, la courbe représentative de la fonction ¢ sur [—m, 7], et la courbe
représentative de la fonction cosinus sur [r, 7]. Que remarque-t-on ?

Donner, a l’aide des question précédentes, une interprétation.
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Partie I1

Dans cette partie, on cherche a déterminer les fonctions h, continues en 0, prenant la valeur 1
en zéro, telles que, pour tout réel x :

h(2z) = h(x) cos(mx)

1. Pour tout réel a, exprimer sin(2a) en fonction de cosa et sina.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, et pour tout réel = :
TT\ T T
sin(rz) = 2" sin (27) H cos (27) .
k=1
3. Montrer que, pour toute solution h, tout entier naturel non nul n, et pour tout réel x :

h(z)="h (%) cos (g—f) -+ Cos (%) cos <%) .

4. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, et pour tout réel x :

h(x) sin (g—f) = %h (%) sin(mx).

5. Pour tout réel x non nul, déterminer la valeur de

x
lim A (7) .
n—1>11100 on

6. Pour tout réel  non nul, déterminer la valeur de

I 1 T
m ——— -
n—+oo 27 sin (%)

7. Déduire des résultats précédents ’expression, pour tout réel x, de h(x) en fonction de x.

Exercice 2
(D’aprés Maths C, Bangque PT 2021)

Pour tout entier naturel n, on pose :

+oo 9 +oo R
I, 2/ e ¥ dx J, :/ z"e™" dux.
0

— 00

On donne :

+o0 R
/ e ¥ dr = /.

—o00
+oo
1. Soit g une fonction définie sur R. Montrer que si la fonction g est paire, alors / g(z)dz

— 00

“+o0
converge si et seulement si / g(l‘)d.’lﬁ converge.
0

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, I,, et J,, sont des intégrales convergentes.

3. Donner, pour tout entier naturel pair n, une relation entre I,, et J,,. Que vaut J, si 'entier
n est impair 7

4. Calculer I4.
5. Déterminer, pour tout entier naturel n, une relation de récurrence entre I,, et I, ;2.
6. Soit k£ un entier naturel. Montrer que :

(2k)!
22k k!

Iy, =

oI

et exprimer, en fonction de k : Iogy1.
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Exercice 3
(D’aprés Maths C, Bangue PT 2018)

Préambule

On considere deux réels a et b tels que a < b, et une fonction f, de classe C* sur [a, b].

1. Montrer qu’il existe une constante positive M telle que, pour tout réel ¢ de [a,b] :

[ (B < M.

I :
2. t: i - "(t)e*tdt ?
Que vau i k/a ff(t)e

3. A Daide d’une intégration par parties, montrer que :

b
li t)e*tdt = 0.
k—>+ltgl,l~cEN/a f( )e

Partie T
Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

™

I - /5 sin (2nt) gt 7 /g sin (2nt) gt
" 0 tant ’ " 0 t '

1. (a) i. Déterminer :
sin (2nt)
im ——=.
t—0+ tant

ii. Déterminer :
. sin(2nt)
lim ——=~.

t—z- tant

iii. Etudier, pour tout entier naturel non nul n, la convergence de lintégrale I,,.
(b) Que vaut I ?

T
(c) Exprimer, pour tout réel ¢ de [O, 5}, et tout entier naturel non nul n, la quantité :

sin ((2n + 2) t) — sin (2nt)

en fonction de cos ((2n + 1) t) et sint.

ontrer que la suite (I, . est constante (on précisera la valeur prise par les termes
d) Mont la suite (I,),,cy- est tant b la val i les t
de cette suite).

. % sint
2. Etudier la convergence des intégrales J,, n € N*, et / Tdt.

0

3. Montrer que la fonction ¢ qui, a tout réel ¢t de }0, g {, associe

1
tant

¢ (t) =

~ | =

est prolongeable en une fonction 8 de classe C! sur [O, E].

4. Que vaut : lim {J, — I,,} 7 On pensera a utiliser le préambule.
n—-+oo

5.
+oo
(a) Montrer que 'intégrale / Tdt est convergente (on pourra effectuer une intégration
B

par parties).

(b) Montrer que :
+oo o
sint
lim J, = / —dt
n—+o00 0 t
(on pourra utiliser un changement de variable).
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(c) Que vaut :

Exercice 4
(D’aprés Maths A, Banque PT 2015)

Partie 1

On consideére 'espace vectoriel R*. On note (e1,e2,e3,€e4) la base canonique de R
On considére la matrice A € My(R) définie par

-7 =16 7 -4
9 -3 -4 -7
7T -4 -7 -16
-4 -7 9 =3

On note f endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est A.

1. (a) Calculer f(e1), f(e1).
(b) Montrer que la famille (e, f(e1), f*(e1)) est lice.
2. Montrer que méme que la famille (62, flez), f2 (62)) est liée.
3. Montrer que la famille B = (ey, f(e1), €2, f(e3)) forme une base de R*.
4. En déduire que pour tout z € R*, f2(z) + 10f(x) + 100z = 0.

5. Ecrire la matrice de f dans la base B.

Partie 11

On se place dans ’espace vectoriel R? et on considére un endomorphisme f de R<. Soit # un
vecteur non nul de R%. On considére la suite (%n), ey définie par récurrence

To =2
Ynz20 x,11=f(x,)

et on note F, = Vect(z,,n € N).
1. Montrer que E, est stable par f.
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de R? contenant z et stable par f. Montrer que E, C F.
3. Soit p le plus grand entier tel que (z¢, 21, ..., Zp—1) soit une famille libre.
(a) Justifier 'existence d’un tel entier p.

(b) Montrer qu’il existe des réels ag,a1,...,ap—1 tels que

p—1
Tp = E a; Ty .
=0

(c) On note E!, = Vect(zo,...,zp—1). Montrer que E, est stable par f.
(d) En déduire que E, = E/, et que la famille B , = (zo,...,2,_1) est une base de E,.

4. On note f I’endomorphisme de F, obtenu comme restriction de f a F,. Donner la matrice
de f dans la base B,,.

5. Montrer que la famille (Id, 2. fp_l) est une famille libre de L(E;).
6. (a) Montrer que pour tout k < p,

FP(xr) = aoxn + a1 fzr) + - + apor P (@)

(b) En déduire que l'on a

fp—ap,lfp_l—n-—aold =0.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice 1
Préambule

1. Théoreme de Taylor-Young : Soit n est un entier naturel non nul, f une fonction de classe
C™ sur [, intervalle de R non vide et non réduit a un point, si a € I, alors :

(x —a)*

f(n)(a) +o((z—a)") = Z Tf(k) (a) + 0 ((z —a)™)

k=0

f@) = F(@)+ (@ —a)f(a) ..+ E=Y

Tx—a n!

2. La fonction cosinus qui est de classe C? sur I = R, on peut lui appliquer la formule de
Taylor-Young au rang 2 au voisinage de a = 0, alors

_ 2
cos(x) o cos(0) + (—sin(0))z + (CTOS(O)ﬁ + o(2?) o 1- % + 0 (2?)
Partie 1

1. On a clairement, pour = € R,¢(—z) = ¢(x), donc ‘ la fonction ¢ est paire. ‘

Ainsi ‘ il suffira d’étudier la fonction ¢ sur [0,+o00[|, et dans un repére orthonormé,

‘ sa courbe représentative sera symétrique par rapport a ’axe des ordonnées ‘

2. Soit x € R, on a

1 62 _12+x2—6x2_12—5x2

12+ a? 12 + 22 12 + 22
C’est-a-dire
V2 € R, ¢(2) = ¥(a) ]
3. Soit z € R, on a
oy s 12z(124 2?) —62?(2z)  —144x
¢ (z) =y'(z) = (12 + 22)? (124 22)2
Ainsi
—144zx

Vz € R, ¢ (x) = m

4. Pour z > 0, on a ¢'(x) < 0. ¢ est donc décroissante sur [0, +o0.
De plus ¢ est paire, ¢ est donc croissante sur | — 0o, 0].
—5z2

Au voisinage de 400 on a ¢(x) e 27 e lee —5, ainsi mgrfoo ¢(x) = —5 et donc, par
parité, lim f(z)= —5.
r——00
On a donc le tableau de variation suivant :
x —00 0 +00
¢ (x) + 0 -
1
-5 -5
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5. Remarquons que les deux valeurs approchées données sont la pour nous aider dans notre
tracé. L’utilité de la valeur approchée de ¢(m) est évidente, détaillons & quoi nous sert la

3
valeur approchée de 2\/;

Il est naturel, pour effectuer le tracé, de se demander quelles valeurs annulent la fonction ¢.

Or

12-522=0
o _ 12

px)=0 <&

\.

On remarque que les deux courbes sont trés proches au voisinage de 0. Si on regarde les
premiers termes du développement limité de la fonction ¢ on a :

z? x?

- - 1 4= 4
o(x) $—>01 5 + 24+0(:c)
x? xt 4
—cos(:r)m—ol—?—l-—ﬂ—ko(x)

‘ Les deux fonctions ont le méme développement limité a I'ordre 4 |

Partie 11

1. C’est une question de cours :

Va € R, sin(2a) = 2 cos(a) sin(a) ‘

2. Notons P, la propriété
P : « Vo € R, sin(mz) = 2" sin (g—f) kl:[lcos (%) »

Montrons par récurrence que P,, est vraie pour tout entier naturel n non nul.
Initialisation :

D’apres la formule de duplication rappelée a la question 1., pour tout réel x on a sin(rzx) =

T T
2sin(—)cos(—
(" )eos(52)

La propriété P; est bien vérifiée.

Hérédité : Soit n € N*, Supposons que la propriété P,, vraie
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Soit z € R. On a alors :

sin(mz) = 2" sin ( ) H cos ( ) d’aprés Uhypothése de récurrence
T T - T
= 2"2sin (W) cos (W) H cos (27) d’apres la formule de duplication

= 2" gin (2n+1> H cos (Zf)

Ceci prouve la propriété au rang n + 1 et acheéve la récurrence.
Finalement

Vn e N*, VzeR, sin(wx)—Z”bln( )Hcos( )

3. Soit h une solution du probléme, h est une fonction définie sur R, continue en 0, telle que
h(0) = 1, et telle que, pour tout x € R, h(2z) = h(x) cos(nz).
On va la encore procéder par récurrence. Notons Q,, la propriété

Qn «Vx € R, h(x) <2H>Hc05< )

x
Initialisation : Soit € R, en appliquant la relation vérifiée par h a 5 on obtient h(z) =
x T
h(=) cos(—).
(5)cos()
La propriété Q; est donc vérifiée.
Hérédité : Soit n € N*, on suppose Q,, vraie.

Soit € R, on a alors :

n
h(z) =h (%) klill cos (g—:) d’apres Uhypothése de récurrence

=h (anﬂ) cos (22161) H cos (g—:) d’apres U’hypothese sur h appliquée a 2%
k=1

n+1
T ™
= () TLeos (57)
k=1

Ceci prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
Finalement

VneN' VzeR,  h(z)=h (2%) ﬁ cos (%)
k=1

4. Soit x € R et n € N*, d’apres la question 3., on a

h(zx)sin (gf) =h (2n> sin (2n> ]}_[1005 (gf)

En utilisant & présent la question 2., on en déduit que

h(z) sin (%) = 21 h (Qn) sin(mz)

5. La fonction h est continue en 0 et h(0) = 1, on a donc lir% h(u) = 1.
u—

x x
Si x est un réel fixé non nul, lim o = 0, donc, par composition de limites,ona| lim h (5> =1\

n—-+oo n—-+oo
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6. Soit z € R*.
T

. L . . T T
On sait que lim — = 0, ainsi, a partir d’'un certain rang : — € }0; 7[ et donc, pour
n—+oo 27 2n 2

. (T
n € N suffisamment grand on a bien sin (27) non nul.

Pour n assez grand on a — Remarque
X
1 T 1 (ﬁ) Ce n(;é/t?it I(;as de-
on e [Tz -~ . /7T mandé (et donc pas
2" sin (2") T sin <27> attendu le jour du
. concours) mais on
. sin(u . .
Puisque lim (u) =1, on peut donc affirmer que p?u.t etre tenﬁe. de
u—0 1 vérifier que récipro-
quement, la fonc-
lim i T _ l tion h définie par
noteo 2% g (@) T h(z) = sin(rz) si
an T
xz#0et h(0) =1 est

- bien une solution du
7. Soit # € R* et n un entier suffisamment grand pour que sin (—n) #£0. probléme posé. Ceci
2 est vrai car cette
fonction est bien
continue en 0 grace

D’apres la question 4., on a

1 x z \ sin(mx
h(l‘) = QTWh (27) (T) a la limite classique
S (27) rappelée précédem-
ment, et pour tout
On passe alors a la limite dans le terme de droite lorsque n tend vers I'infini (& gauche h(z) est réel x, st(ix) =
sin(mx . T
une constante), et en exploitant les résultats des questions 5. et 6., on obtient h(z) = L) sin(7z) cos(mz)
Z T ’
Finalement il ne reste plus qu’a utiliser I’hypotheése h(0) = 1 pour conclure donc h(2z) =
h(z) cos(mx) si
: 1, et si
Sln(ﬂx) ) est non nul, et sl
vz € R, W)= me six#£0 z=0 .cette egahte
1 Sl T = 0 est vraie aussi car
41 =1 x cos(0).
Corrigé de I’exercice 2
+oo
1. Soit g une fonction paire définie et continue sur R. L’intégrale impropre / g(t)dt converge
+o0 +o00 o
si et seulement si les deux intégrales / g(t)dt et / g(t)dt convergent.
0 0
Or, la fonction ¢ — —t est une bijection de classe C' de R, dans R_ strictement décroissante
“+o0 —00 0
donc, par changement de variable, / g(t)dt et / —g(—t)dt = / g(t)dt sont de
0 0 —o0
méme nature.
Classique

Il s’agit d’une ques-
tion tres classique a
savoir refaire.

400 400
Finalement, / g(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.
0

— 00

2. Soit n € N. D’apres la question précédente I,, et J,, ont méme nature.

2
La fonction ¢ : x — z"e™* est continue sur Ry, il n’y a donc de probléeme qu’au voisinage

de 400. De plus, pour x > 1 on a

2 < n+2_—x
x*|p(z)] < 2" %e w_>—+>000

- 1
Ainsi () o © <x2) ;
1
Or, z + — est continue, positive et intégrable sur [1,+oo[ (par critere de Riemann) donc,
x

par théoréme de comparaison, ¢ est intégrable sur [1,4o0].
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1
Puisque ¢ est continue sur [0, 1] 'intégrale / ©(x) da converge.
0

Ainsi‘ L’intégrale I, converge ‘et, donc, d’apres la question précédente, | I'intégrale J,, converge.

3. En reprenant le changement de variable de la question 1., on a, pour n € N,

Foo 2 0 2
In :/ z"e™” daer/ z"e " dx
0 —00

+oo 2 0 5 +o0 )
:/ x"e™” der/ (—2)"e " dx = (1+ (—1)”)/ 2e " dr = (14 (=1)")I,..
0 0

—+oo

Ainsi ‘ Jn = 21, si n pair et J, = 0 si n impair ‘

4. Soit A >0, on a

o 1
ainsi | [; = —.

2

7_2

1
5. Soit n € N. Posons w: 2z — 2" et vz — §e_"

Ces deux fonctions sont de classe C' sur Ry et, par croissance comparée, uv tend vers 0 en
+00.

+oo
Alors, d’apres la formule d’intégration par partie pour les intégrales généralisées, / w(x)v' (z)de =
0

—+oo
—Ih1o et / o' (z)v(z) dzr sont de méme nature, c’est-a-dire convergentes puisque I, 4o
0

converge et on a 1’égalité :
+oo
Y T— 2 (—ze") da
+2 /O ( )
+oo
:/ u(z)v' (z) dx
0
+oo
= lim u(x)v(z)—u(0)v(0) — / o (z)v(z) de
0

r—+00
+oo e—:c2
:0—0—/ (n+1)z" dz
O 2
_.n + 1In
2
Ainsi

n+1

Vn € N7 In+2 =

I,

2

6. Soit k£ un entier naturel. On a Iy = ? > 0, d’apres la relation de la question précédente, la

suite (Ip,)nen est alors une suite strictement positive.
Alors, par produits télescopiques, on a

k—
e
lo o o
B ’ﬁ 2i + 1
-1
1=0
k—1
1 ‘
=1
1 @i+1) <2
-2k 2i
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11 (2k—1)!
T2k k1 (k —1)!
o (2k)!
-2k x 2kl
Ainsi
(2k)! (2k)! /7

Vk € N, Iy Iy =

22kE1 2

= 92k

La relation de la question précédente donne, pour tout n € N*| Iy, 1 = nls,_1 donc, par
une récurrence facile

k!
Vk € N, I2k+1 =kl :E

Corrigé de I’exercice 3

Préambule

1. Puisque f est de classe C' sur [a,b], sa dérivée f’ est continue sur ce segment. D’apres le
théoréme des bornes atteintes, f’ est donc bornée sur [a, b].

Il existe donc M € R, telle que, pour tout ¢ € [a,b], |f'()] < M. ‘

2. Soit k € N, on a — Intégrale

Notons que l'on tra-
|f’(t)eikt| =|f (M) <M vaille ici avec I'in-
tégrale d’une fonc-
tion continue sur
un segment, il s’agit

D’ou, par inégalité triangulaire pour les intégrales

10 1( 4\ ikt 10 11\ ikt (b—a)M donc d’une intégrale
0< E/a f (t)e dt) < E/a |f (t)e ’ dt < T convergente.
M (b—
or tim MO=Y 4 g
k—+o0 k
1 ’ 1 ikt
lim — rdt =
k—lr-ir-loo k /a f (t) et =0
3. Les fonctions t — f (t) et t — g (t) = e'** étant de classe C* sur [a, b], le théoréme d’intégration
par parties permet d’écrire :
b , b
[ rwg® =gl - [ r@aw
a a
c’est-a-dire . .
@k/ f(t)e*tdt = e f (b) — e f (a) — / f' () ekt at
ou encore, pour k entier naturel non nul :
b ) ikb b) _ ez‘kaf (a) 1 b )
t zktdt:e f( _7/ (¢ zktdt
| e — o e
Et donc, par inégalité triangulaire
b b
. b 1 . . ;
0 < / f (t) elkt dt < |f( ) | + |f (a’) ‘ + - / f/ (t) ezkt dt Classique
o k k klJ, Ce ré
e résultat, connu

sous le nom

de Lemme de

b Riemannn-Lebesgue
lim / Q) ekt dt =0 est assez classique,

k=too Jq il est bon de I'avoir

déja vu et de savoir

le reprouver.

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient bien

V'
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Partie I

1. (a) i. On a, par équivalents usuels,
sin(2nt) 2nt
tan(t) t—0 t t—0

in(2nt
Ainsi| lim sin(2nt) = 2n.
t—0+ tan(t)
in (2nt
ii. Ona: lim sin (2nt) =sin(nw) =0et lim tan(f) = +oo0,d’ott| lim sin (2nt) =
t>z t—ZT- t—z- tan(t)
in (2nt
iii. La fonction ¢ — Ltn( (7;)) est continue sur }0, g[ comme quotient de fonctions
an

continue dont le dénominateur ne s’annule pas.

s
D’apres les questions précédentes, elle se prolonge par continuité en 0 et 7" L’inté-

grale I,, est donc faussement impropre. Ainsi ’ Iintégrale I, est convergente.

(b) PourtG}O,g[ona

sin (2¢)  2sin(t) cos(t)

) 36

= 2cos?(t) = 1 + cos (2t) =

Ainsi
™

in(2t)]%
1+ cos (2¢) dt:[t—i—sm( )} g

5 —

=~
I
S—
w3

0

Donc | I =

5
(¢) On a, pour t € R,

sin((2n 4 2)t) —sin(2nt) = sin((2n + 1)t + t) —sin((2n + 1)t — ¢)
= sin((2n + 1)t) cos(t) + cos((2n + 1)t) sin(t) — (sin((2n + 1)t) cos(t) — cos((2n + 1)¢) sin(t))
= 2cos((2n + 1)t) sin(t)

Ainsi

(V€ R, sin((2n+2)t) - sin (2nt) = 2cos ((2n+ 1) ¢) sin(?). |

d) Pour n € N*, on a, par linéarité de 'intégrale,
g

I _/’2’ sin ((2n +2)¢) — sin (2nt)
KA tan(t)

B /g 2cos ((2n + 1) t) sin(t) Jt
0

- sin(t)
cos(t)

= /72‘ 2cos ((2n + 1) t) cos(t) dt.
0

Or, de maniére similaire a la question 1.(c), on a
vVt € R, 2cos ((2n+ 1) t) cost = cos ((2n + 2) t) + cos (2nt)

Ainsi

z
Iny1— I, = / cos ((2n + 2)t) + cos (2nt) dt
0

_ [sin((2n+2)t) = sin(2nt) z
N [ 2(n+1) T, 0
=0

La suite (I,,),,cy- est donc bien constante.

T T
Or I = 57 ainsi | la suite (I,,)nen-, est constante égale a 5"
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sin (pt)

T
2. soit p € N*, la fonction ¢t — est continue sur }0, 5] en tant quotient de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas.

sin (pt

De plus M ~
t t—0

. sin (pt) o

La fonction ¢ +— se prolonge donc par continuité en 0 avec la valeur p.
e 2 sin (pt) .
Ainsi 'intégrale dt est faussement impropre donc convergente .
0

C’est en particulier vrai pour p = 2n avec n entier naturel non nul ou pour p = 1. Donc

2 sin(t
Les intégrales (J,,)nen+ et / L()
0

dt sont bien convergentes.

3. ¢ est de classe C! sur ]0, g [ en tant que différence de fonction de classe C*
2 2
On a lim ¢(t) = —, ainsi ¢ se prolonge par continuité en g avec la valeur —.
t—% ™ ™
Pour t # 0 on a
3 3
¢(t)7tan(t)7t ot E -t 5 t
~ ttan(t) t—0 ttan(t) t—0 2 t—0 3

Ainsi }in(l) ¢ (t) =0, ¢ se prolonge donc en une fonction 5 continue sur [0, g}
—
$ est de plus O sur }O, g [

Pourte}O,g[, on a

~ —1 1+ tan?(t) 1 1
)= — 4 —— N -
o (0 7 tan?(t) - tan?(t)  t2

~ 4 ~
On a alors lim ¢/ (t) = 1 — —5 - Ainsi d’apres le théoréme de la limite de la dérivée, @' est
t—73 ™
continue e 7Teta’(ﬁ) 1 4
ntinue en — —)=1-—.
2 2 2
De plus, pour t # 0

~ 1 1
/ t — 1 -
(b ( ) + tanz(t) t2
2 — tan?(t
. O]
t2 tan®(t)
3 2
12— (t +E+ 0(t4)>
m0 12 tan?(t)
4
e (o)
-0 ) t( Z&;n (t) — /AAttention
2t +o(t

On ne somme pas

150" 32 tan2(f)
— 3 ¢2 tan®(t) les équivalents, il

244 4 0(t4) 9 44 9 n’était donc pas pos-
Or 32 tan2(t) o 34 o 3 4 sible d’écrire que
an®(t) t— - 2t +o(t)
3 t2tan?(t) t—o0
24 4 o(th) ~ 1 1-2
Ainsi lim = ————~ = = et donc lim ¢'(t) = =
t—0 3 t2tan?(t) 3 t—0 () 3 3

- - 1
D’ou, d’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, ¢’ est continue en 0 et ¢’ (0) = 3

Finalement |le prolongement ¢ est de classe C'sur [0,7/2].

4. Puisque 5 est de classe C'sur [0, /2], alors d’apres le résultat de la question 3. du préambule,
la suite de terme général

ap = /2 b (t) et dt
0
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converge vers 0, par conséquent, la suite extraite (aay ),y converge également vers 0.

Par continuité de la fonction z — Im(z), on en déduit que la suite (Im (ae,)) converge vers
Im(0) = 0. 4

Or, pour n € N, on a
1-Lipschtizienne

Im (a9y,) = /
0
et, par conséquent,

Ainsi| lim (J, —I,) =0. continue.
n—-+oo

— Continuité

Pour (z,z') € C* on
a |Im(z) — Im(2")| <
_ |z — 2'|. La fonction

Im (5 (t) emt) dt = / ¢ (t)sin(2nt) dt = J, — I, z + Im(z) est donc
0

[ME)
[ME)

On aurait ici aussi
pu utiliser le théo-
reme des gen-
darmes puisque

0 < Im(azn) < |azn].

. sint : ™ - .
5. (a) La fonction t — — étant continue sur [5, 400 [, Iintégrale est impropre en +oo.

1
Soit u:t+ —etwv:t+> —cos(t). uetvsont de classe C' sur {17 +oo [ et lim wu(t)v(t) =
t 2 t—+oo

0.

+oo
Ainsi, d’apres la formule d’intégration par parties pour les intégrales généralisées, / o' (t)v(t) dt

™

|

+oo
et / u(t)v’(t) dt ont méme nature.

2

+oo s +oo
sin(t cos(t
C’est-a-dire / t( ) dt et / t2( ) dt ont méme nature.

™

cos(t)
+2

T
Or, pour t € [5, +oo[ on a

1 too
‘ < 2 et / 2 converge par critére de Riemann .

cos(t)
12

“+o0
Ainsi, par critére de majoration, 'intégrale impropre / dt est absolument
us
z
convergente donc convergente.

+oo 1
sin(t
On en déduit finalement que | 'intégrale impropre / A dt est convergente.
Bl

(b) On va poser le changement de variable u = 2nt, la fonction ¢ : ¢ — 2nt est une bijection

de classe C* strictement croissante de ]O, g] sur |0, nx]. Pour ¢ € ]O, g] ona ¢ (t) =2n

us

2 sin(2nt T sin(u
Le théoreme de changement de variables nous assure alors que / (T) dt et / L du
0 0 u
ont méme nature et sont égales en cas de convergence.
2 sin(2nt " sin(u
On a montré a la question 2. que J,, = / ¥ dt converge, ainsi / (u) du
0 0 u

converge et

nm :
sinu
In = / du.
0

u

+00 i nmw . +oo .
sint sinu sint
Or / —— dt converge, d’ou lim du = / —— dt et donc
0 t n——+00 0 U 0 t

+oo 1
sin ¢
lim J, = / S
0 t

n—-4oo

(¢) D’apres la question 1.(d), on a, pour n € N*,

™
Jn :In+(<]n _In) = 5 + (Jn _In)

Or lim J,—1,=0,dou lim J,= g et donc

n—-+oo n—-+o0o
/+°° sint T
T dt==
0 t 2
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Corrigé de l’exercice 4
Partie T

1. (a) f(e1) a pour coordonnées dans la base canonique la premiére colonne de A, d’ou

| fler) = (-7,9,7,-4).|

7 30
Ona A 2 - :‘28 ,ainsi‘fz(el) — (—30, —90, 70, 40) \
4 40

(b) Notons € = (ey, e, e3,e4) la base canonique de R*, on a alors

Rang(el, f(61)7 f2(€1)) = Rang<Mat<5(elv f(el)a fZ(el)))

1 -7 =30
0 9 -9
=Rang | 15 7 _qg
0 —4 40
1 -7 3
0 9 9
= Rang 0 7 - C3 + 71—003
0 —4 —4
1 -7 10
0 9 0
= Rang 0 7 0 Cg «— Cg — Cg
0 -4 0
1 -7 0
0 9 0
= Rang 0 7 0 C3 + (O3 —10C;
0 -4 0
=2

On a donc Rang(eq, f(e1), f(e1)) < 3, ‘la famille (e1, f(e1), f*(e1)) est donc lide. ‘

2. Par le calcul on obtient f(ey) = (=16, -3, —4, —7) et f%(es) = (160, —70, 40, 70).
On peut procéder de la méme maniére que précédemment ou bien remarquer que f2 (e2) =

—10(f(e2) + 10e3). Dans les deux cas on constate que ‘ la famille (e, f(e2), f2(e2)) est liée. ‘

3. Pour montrer que la famille (eq, f(e1),e2, f(e2)) forme une base de R*, on montre que
Matg (e1, f(e1), ea, f(e2)) est inversible, cette matrice est inversible si et seulement si son
rang est égal a 4.

1 -7 0 -16
0o 9 1 -3
Rang (Matcg(el, f(el>7 €2, f(62))> = Ra‘ng 0 7 0 —4
0 -4 0 -7
1 0 O
0O 9 1 -3
= Rang 0 7 0 -4 Cy« Cy+T7C, Cy + Cq+16C,
0 -4 0 -7
1 0 0 O
—Rang | |0 2 10 Cy 4 Cy — 9Cs, Cy ¢ Cy +3C
= g 0 7 0 -4 2 2 3, Ug 4 2
0 -4 0 -7
1 0 0 0
0 1 0 0
= Rang 00 7 -4 C3 < Oy
0 0 —4 -7
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3.

10 0 0
01 0 0 4
= Rang 00 7 0 Cy+ Cy+ ?Cg
-33
0 0 4 —
7
=4

Ainsi ‘ (e1, f(e1), e, f(ea)) forme une base de R*. ‘

D’aprés les questions 2. et 3. on a f%(e1)+10f(e1)+100e; = 0 et f2(e3)+10f(ez)+100ey = 0.
En composant ces égalités par f, on obtient : f2(f(e1)) + 10f(f(e1)) + 100f(e1) = f(0) =0
et f2(f(e2)) +10f(f(e2)) +100f(e2) = f(0) = 0.

L’égalité f2(x) + 10f(x) + 100z = 0 est ainsi vraie pour z = ey, f(e1), ea, f(e2).

soit € R* quelconque, (e1, f(e1), e, f(ez)) étant une base de R, il existe (21,22, x3,24) €
R, tel que x = z1e1 + 22 f(e1) + w3e0 + T4 f(€2).

On a alors, par linéarité de f et f2,

f2(x) + 10f (@) + 100z = 21 (f*(e1) + 10f(e1) + 100e1) + z2(f*(f(e1)) + 10f(f(e1)) + 100f(e1))
+ 23(f%(e2) + 10 f(e2) + 100e3) + z4(f*(f(e2)) + 10 (f(e2)) 4+ 100 f(e2))

= 210ps + 22 f (Ope) + 230ps + 24 f(Op4)
- OJRAL

D’ou

Ve eRY,  f2(z) +10f(z) 4+ 100z = 0

La matrice de f dans la base B est

0 —100 0 0
1 —-10 0 0
Ms(H=1o o 0o —100
0 0 1 -10

Partie 11

Soit y € E,. Il existe I, sous-ensemble fini de N et (\;);er, tels que y = Z i
il
On a alors f(y) = Z Aif(z;) = Z iz € Ey.
i€l iel
Ainsi, ‘ E, est stable par f. ‘

D’apres le cours, tout espace vectoriel contenant tous les vecteurs (x,)nen contient le sous-
espace vectoriel Vect(x,, , n € N). Il nous suffit donc de montrer que, pour tout n € N,x,, € F.

On procede par récurrence.

Initialisation :
On a g = = € F par hypothese.
Hérédité :

Soit n € N, on suppose que z, € F. F est supposé stable par f donc f(x,) € F. ainsi
ZTnt1 = f(xn) € F. On a donc montré par récurrence que, pour tout n € Ny, € F.

Finalement,

(a) R? est de dimension d, donc toute famille de R ayant un nombre de vecteurs strictement
supérieur a d est liée.
Ainsi {k € N, (xo,z1, -+ ,2k_1)} est une partie de N, majorée par d. Elle contient 1,
car zg # 0.

‘Elle est donc non vide, finie et admet un plus grand élément, que ’on notera p. ‘

(b) Par définition de p, la famille (zg,z1,..,2p) est liée. Donc il existe (Mg, A1,...,Ap) €
R4\ {Oga} tels que :

Aoxo + A1x1 + ... + /\p—lxp—l + /\pl'p =0
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Si par 'absurde, A, = 0, alors Agzo+Aiz1+...4+Ap—12p—1 = 0, or la famille (xg, 21, -+, 2p—1)
est libre, donc tous les A; sont nuls ce qui n’est pas le cas par hypothese.
Ainsi A, # 0 et donc

Ap

Ak =
Sion pose a, = —~—, alors| il existe bien des réels ag, a1, ....,ap—1 tels que x, = E aRTE.
k=0

p—1
c) doit y € , 1l existe donc (Ag, .., A\p—1) € tels que y = ELk-
Soi E., il existe d A Ap R? tel A
k=0
Alors

)= 3" Aef(an)
k=0

p—1
= E AkTht1
k=0

p—1

= Z A1k + )\p_l:Ep
k=1

p—1 p—1
= E Ak—1Tk + Ap_1 E aRTy
k=1 k=0

p—1

=3 (Me—1 + Aporax) 7
k=0

Ainsi f(y) € E., ‘ E, est donc stable par f. ‘

(d) Par construction, E!, C E,.

De plus, z € E, et E, est un sous-espace vectoriel de R? stable par f, donc par la
question 2., B, C E..

Finalement .

(%o, ..., xp—1) est une famille libre et par définition, elle est génératrice de E.,. C’est donc
une base de E.,.

Puisque E, = E.,, on en déduit que ‘ B, = (zo, ..., xp—1) est une base de E,.

4. On note f I’endomorphisme de E, obtenu comme restriction de f a E,. f est une application
linéaire de E, vers F,, c’est bien un endomorphisme de FE,.

La matrice de f dans la base B, est

0 0 ag

1 ay
Mats, (f) = | o

: . 0 ap—2

0 -~ 0 1 ap

5. S0it (Ags Aty ey Ap—1) € RP tel que Aold + Aif + Ao f? + oo + Xyt fP7H = 021,
Appliquons cette égalité a z, qui est un élément de F,.
On obtient Aoz 4+ A1 f(z) + Ao f2 + ... + Ap_1 P71 (z) = 0, Cest-a-dire Aoz + A1 + Aowa +
e T+ /\pflxpfl = 0.
Or (xg,...,xp—1) est une famille libre, donc Ag = A1 = ... = A,—1 =0,

Ainsi, |la famille (Id, fof2 fpfl) est une famille libre de L(E,).
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6.

(a)

La relation demandée est vraie pour k£ = 0 car, d’apres la définition des réels ag, ..., ap—1,
on a

p—1
fP(xo) = xp = apzo + ... + Gp_12p_1 = Zaifz(xo)
i=0

Ensuite, pour k € {0, ...,p — 1} (ou méme pour k € N quelconque), on applique fk aux
deux membres de cette égalité,

On a f¥(wp) = 2pps = P (k) et

p—1 p—1 p—1
* <Z aiﬁ(éto)) => aif’ (fk(évo)) =Y aif'(ar)
=0 =0 =0

On obtient donc bien la relation demandée.

Ainsi
p—1
Vk <p, FPlr) Y aif(zn)
i=0
Notons g ’endomorphisme de FE, défini par g = fp — ap_lfpfl — ... —aplId.

D’apres la question précédente, on a g(x) = 0 pour tout k € [0,p — 1], donc g est nul
sur tous les vecteurs de la base B, de E,, et par conséquent g est I’endomorphisme nul
sur F,.

On a donc bien | f? — ap_lfpfl —.—agld=0|
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